NOTION DE FONCTION.

I°/ Activités préliminaires.

1°/ Température en fonction de l’heure.

Un appareil a permis de relever la température dans un abri, de manière continue de 6 heures à 24 heures. 

Les points notés par des losanges sur la courbe indiquent des relevés exacts.
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a ) Donner la température à 8 heures et à 14 heures.

b ) A quelle(s) heure(s) la température est-elle environ de 4°C ? De –2°C ?

c ) Sur quelle(s) plage(s) horaire(s) la température augmente-t-elle ? Diminue-t-elle ?

d ) A quelle heure la température est-elle maximale ? minimale ?

e) Sur quelle plage horaire la température est-elle supérieure ou égale à 6°C ?

f ) Sur quelle plage horaire la température est-elle négative ?

2°/ Balance commerciale : modélisation.

La courbe ci-dessous représente la balance commerciale ( différence entre exportations et importations ) d’un pays sur une période de 40 ans.
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a) Exprimer ce que représente cette courbe par une phrase contenant l’expression «  en fonction de ».

b) Sur quel intervalle de temps cette balance est-elle définie ?

c) Par lecture graphique, trouver la valeur de la balance commerciale pour les années 1989, 1966 et 1962.

d) Pour quelles années la balance est-elle de –20 milliards d’euros ? de 30 milliards d’euros ?

e) Pour quelles années la valeur de la balance est-elle équilibrée ?

f) Sur quel intervalle de temps a-t-on un déficit de la balance commerciale ?

g) Pour les années de 1973 à 1979, quel est le comportement de la balance commerciale ? Entre quelles valeurs a-t-elle varié ?

h) De même pour les années 1966 à 1973.

i) En quelle année la balance a-t-elle atteint son maximum ? son minimum ? Donner ces valeurs extrêmes ?

j) On note f(x) la valeur de la fonction f, qui à chaque instant x (exprimé en années) associe la valeur de la balance commerciale (exprimée en milliard d’euros).

Reprendre les questions précédentes en utilisant ce modèle mathématique.

II°/ Notion de fonction.

1°/ Définitions et notations.

Soient deux ensembles E et F. On appelle « fonction » de E vers F une correspondance qui à chaque nombre de E associe un nombre de l’ensemble F.

Si l’on désigne la fonction par f, on écrit :
f : E ( F

Si l’on désigne la fonction par g, on écrit :
g : E ( F

Si l’on désigne la fonction par h, on écrit :
h : E ( F ……

E est appelé l’ensemble de départ et F l’ensemble d’arrivée.

Si on désigne par x un élément de l’ensemble de départ E, le nombre de l’ensemble d’arrivée, qui lui est associé par la fonction f est noté f(x) et il est unique. Cette unicité de la valeur f(x) pour un x donné justifie qu’il s’agit d’une fonction.

Le nombre x est l’antécédent du nombre f(x), il est aussi appelé la variable.

Le nombre f(x) est l’image du nombre x.

On écrira alors, pour définir la fonction :





f : E ( F
[image: image1.wmf]



     x ( f(x).
On dira alors que:

· «  f est une fonction de E dans F qui à la variable x lui associe la valeur f(x). »

· «  E l’ensemble de départ est appelé plus généralement ensemble de définition ou domaine de définition, c’est-à-dire l’intervalle où pour tout élément x, la valeur image f(x) existe. F est alors appelé l’intervalle image. »

Ex :

· La fraction f définie par : f(x) = 1/x existe pour toute valeur x sauf pour la valeur 0, on dira alors que l’ensemble de définition est R*ou R-{0}.

· La fraction g définie par :g(x) = 1/(x – 1) existe pour toute valeur x sauf pour la valeur qui annule le dénominateur x – 1  c’est-à-dire pour x = 1, donc le domaine de définition est R-{1}.

· La fonction h définie par : h(x) = 
[image: image3.wmf]x

 existe pour toutes les valeurs positives ou nulles, l’ensemble de définition sera donc l’intervalle [ 0 ; +∞[ ou R+* .

· la fonction polynomiale k définie par : k(x) = 3x² - 5x + 4 existe pour tout nombre donc le domaine de définition est R.

· la fonction affine l définie par : l(x) = 4x – 2 existe pour tout nombre donc le domaine de définition est R.

2°/ Représentation graphique.

Dans un repère, la représentation graphique d’une fonction f est l’ensemble des points M de coordonnées 

 ( x ; f(x) ).

Pour construire la représentation graphique d’une fonction :

· on recherche des couples de valeurs M ( x ; f(x) ), en calculant la valeur de f pour une valeur de x fixée dans le domaine de définition de f ; on peut alors présenter les résultats dans un tableau de valeurs.

· Ex : Compléter le tableau pour la fonction définie par f( x ) = 2x2 – x + 3

	x
	-2
	0
	1
	5
	10

	f(x)
	
	
	
	
	


· On place les points de coordonnées M ( x ; f(x) ) dans un repère ( x sur l’axe des abscisses et f(x) porté sur l’axe des ordonnées ).

· On relie les points par une courbe ( ou par une droite s’il s’agit d’une fonction affine ou linéaire ).

La courbe obtenue est appelée « courbe représentative » ou « représentation graphique » de la fonction f .

Remarque : Toute courbe ne représente pas nécessairement une fonction. Par exemple parmi les courbes suivantes certaines définissent une fonction et d’autres pas.
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         « Ne définie pas une fonction »


                «  Définie une fonction »
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« Ne définie pas une fonction »


« Définie une fonction »

Exercices d’applications : 

· Représenter sur l’intervalle [ 0 ; 9 ] la fonction f définie par : f(x) = 
[image: image4.wmf]x

.

· Représenter sur l’intervalle [ -2 ; 4 ] la fonction g définie par : g(x) =-2x+5.

· Représenter sur l’intervalle [ -1 ; 3 ] la fonction h définie par : h(x) = x².

· Représenter sur l’intervalle [ 1/2 ; 6 ] la fonction k définie par : k(x) =1 / x.

III°/ Variations d’une fonction.


1°/ Définitions :

Dans toute la suite, on considère la fonction f , a et b deux réels tels que a < b et I, l’intervalle  [ a ; b].

· Fonction croissante.

On dira que la fonction f est croissante sur [ a ; b] si, quels que soient les nombres x et y de l’intervalle [ a ; b] tels que x < y, alors f(x) < f(y). ( En d’autres termes, on constate que la courbe augmente quand x augmente, c’est-à-dire lorsqu’on se déplace de gauche à droite.)
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· Fonction décroissante.

On dira que la fonction f est décroissante sur [ a ; b] si, quels que soient les nombres x et y de l’intervalle [ a ; b] tels que x < y, alors f(x) > f(y). ( En d’autres termes, on constate que la courbe diminue quand x augmente.)
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· Fonction constante.

On dira que la fonction f est constante sur [ a ; b] si, quels que soient les nombres x et y de l’intervalle [ a ; b] tels que x < y, alors f(x) = f(y). ( En d’autres termes, on constate que la courbe ne varie pas : elle est horizontale.)
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· Applications :

Soit la représentation graphique d’une fonction f :
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A partir de ce graphique, déterminer les intervalles sur lesquels la fonction est : croissante, décroissante, constante.

Soit la représentation graphique d’une fonction g :
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A partir de ce graphique, déterminer les intervalles sur lesquels la fonction est : croissante, décroissante, constante.

IV°/ Extremums.

Dans toute la suite on considère la fonction f , a et b deux réels tels que a < b et I l’intervalle    [ a ; b].

· Maximum : Les coordonnées du point le plus haut de la représentation graphique de la fonction f sur l’intervalle I est appelé « maximum ».

· Minimum : Les coordonnées du point le plus bas de la représentation graphique de la fonction f sur l’intervalle I est appelé « minimum ».

Exemple :

A partir des deux représentations graphiques suivantes, donner pour chaque courbe, le maximum et le minimum.

Pour la courbe 1 : Les coordonnées du maximum sont :  (
;        )



       Les coordonnées du minimum  sont :  (
;        )

Pour la courbe 2 : Les coordonnées du maximum sont :  ( 
;        )



       Les coordonnées du minimum  sont :  ( 
;        )

V°/ Tableau de variations.
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A. Etude d’une fonction auxiliaire
Soit u la fonction définie sur ]0; 17 par :
Lt
u(x) = —+Inx.
) 2+x
1. Montrer que la fonction u est strictement croissante. Donner son

tableau de variations en précisant la limite en 0 et la valeur en 1.

2. En déduire que la fonction » sannule pour un unique nombre
réel § compris entre 0 et 1. Montrer que :

0,54 < B <0,55.

B. Etude et représentation graphique de f

1. a) Etudier la limite de f en 0.

b) Montrer que la fonction f est continue sur [0; 1].

2. a) Etudier la dérivabilité de f en 0.

b_) Calculer f'(x) pour x > 0 et vérifie? que f'(x) et — u(x) ont le méme
signe.

3. Donner le tableau de variation de f.

4. Construire la courbe % en précisant les tangentes aux points
d’abscisses respectives 0 et 1



Le tableau de variations permet de mettre en évidence les variations de la courbe représentative de la fonction à l’aide de flèches   
        ; 
        ;
         . Ce type de tableau possède 2 lignes : sur la première, on fait figurer les valeurs de x pour lesquelles la courbe subit un changement de comportement (ou de direction) et sur la seconde, on fait figurer les variations de la fonction, par des flèches, en précisant à chaque changement de comportement, la valeur de la fonction. 

Exemple :

Considérons le graphique de la page précédente :

· Sur l’intervalle……… la courbe est …………

· Sur l’intervalle……… la courbe est …………

· Sur l’intervalle……… la courbe est …………

· Sur l’intervalle……… la courbe est …………

· Sur l’intervalle……… la courbe est …………

· Sur l’intervalle……… la courbe est …………

· Sur l’intervalle……… la courbe est …………

Tableau de variation :

	x
	-3             -1,5               -1                   0            1                1.5                2               5

	f(x)
	


Exercices d’applications:

Ex 1 : Construire le tableau de variation de la balance commerciale de l’activité préliminaire.

	
	

	
	


Ex 2 : Soit la représentation graphique de la fonction k :
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-    Sur quel intervalle cette fonction est-elle définie ?
· Donner la valeur de k( -2 ) ; k( 0 ) ;k( 7 ).

· Pour quelles valeurs de x, k( x ) = 4 ?

· Pour quelle valeur de x, k( x ) = -1,5 ?

· Donner les coordonnées du maximum et du minimum.

· Compléter le tableau de valeurs suivant :

	x
	-2
	
	1
	3
	
	5
	

	k(x)
	
	0
	
	
	4,5
	
	0,5


· Construire le tableau de variation de la fonction k.

	
	

	
	


Ex 3 : Soit le tableau de variation d’une fonction. 

	x
	   -5                                        -1                                       2                                             5

	h(x)
	


Dans un repère orthonormal d’unité 1 cm, tracer une courbe représentative cohérente avec ce tableau de variations.

Ex 4 : Même exercice que le précédent :

	x
	  -6                                           -3                                         1                                          9

	v(x)
	


Avec : v(0) = 4 ; v(4) = 3 et l’équation v(x) = 0 admet 2 solutions : S = {-5 ;-1}

VI°/ Notion de continuité :

1°/ Continuité en un point :

Soit une fonction f définie sur un intervalle I et xo un point de I. On dit que f est continue en xo si et seulement si : 

        eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))f( x ) = f( xo ).

2°/ Continuité sur un intervalle.

On dit que f est continue sur un intervalle si et seulement si elle est continue en tout point de cet intervalle.

3°/ Continuité à droite. Continuité à gauche.

On dit que f est continue à droite en xo si et seulement si :  eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(+) f( x ) = f( xo )

On dit que f est continue à gauche en xo si et seulement si :  eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(–)f( x ) = f( xo ).

4°/ Opérations. Composition.

On démontre les théorèmes :

a) Soit deux fonctions f et g continues en xo et un nombre réel k :

· Les fonctions f + g , k.f et fg sont continues en xo.

· Si, de plus, g( xo ) ( 0, alors   eq \s\do1(\f(1;g )) et   eq \s\do1(\f(f;g ))  sont continues en xo.

b) Si f est une fonction continue en xo et si g est une fonction continue en f( xo ), alors la fonction gof est continue en xo.

c) Applications :

· Toute fonction polynôme est continue en tout point de R.

· Toute fonction rationnelle est continue en tout point où elle est définie.

5°/ Propriétés des fonctions continues sur un intervalle.

a) Si f est continue sur un intervalle, l’image par f de cet intervalle est un intervalle.

b) Si f est continue sur un segment, l’image par f de ce segment est un segment.

c) Théorème des bijections :

Si f est continue et strictement monotone ( croissante ou décroissante ) sur un intervalle I alors : 

· f réalise une bijection de I sur l’intervalle f( I ), 

· f admet une fonction réciproque notée f – 1 , elle est bijective de f( I ) sur I, continue et varie dans le même sens que f.

· les représentations graphiques de f et f – 1, dans un repère orthonormé, sont symétriques par rapport à la première bissectrice du repère. ( droite d’équation y = x .)

6°/  Prolongement par continuité :

Soit f une fonction définie et continue sur un intervalle I privé de la valeur xo.

Soient L1 =  eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(+) f( x )  et  L2 =  eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(–)f( x ) ,

· alors si L1 = L2 on dira que f admet un prolongement par continuité et que f( xo) = L.

· Par contre, si L1 ( L2 , alors f n’admettra pas de prolongement par continuité, elle sera discontinue en xo. 

VII°/  Notion de fonction dérivée :

1°/ Etude de la dérivabilité en un point d’un intervalle I :

· Soit f une fonction définie sur I et xo un point de I :


Alors f est dérivable en xo si et seulement si : eq \o(lim;\s\do7(x ( x0))  eq \s\do1(\f(f( x ) – f( xo ); x – xo )) = L 

où L est une valeur finie c’est-à-dire que L ( + ∞ ou L ( – ∞.
On dira alors que f est dérivable en xo et que f ’( xo ) = L , f ’( xo) est appelé nombre dérivée de la fonction f en xo.

· On définit de même les dérivées de f à droite et à gauche de xo 


 Alors f est dérivable en xo si et seulement si :  eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(+)   eq \s\do1(\f(f( x ) – f( xo ); x – xo ))  =   eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(–)   eq \s\do1(\f(f( x ) – f( xo ); x – xo ))  = L

où L est une valeur finie c’est-à-dire que L ( + ∞ ou L ( – ∞.
On dira alors que f est dérivable en xo et que son nombre dérivée f ’( xo ) = L.

- Par contre si les limites à droite et à gauche ne sont pas les mêmes, alors f  n’est pas dérivable en xo.

2°/ Dérivabilité sur un intervalle :

Soit f une fonction et I un intervalle, on dira que f est dérivable sur I, si quel que soit xo de I :


 eq \o(lim;\s\do7(x ( x0))  eq \s\do1(\f(f( x ) – f( xo ); x – xo ))   existe et est finie.

3°/ Interprétation graphique du nombre dérivée :

La fonction dérivée, notée f ’, d’une fonction f, est une fonction définie sur un intervalle de dérivabilité et qui définit l’ensemble des coefficients directeurs des tangentes à la courbe Cf de la fonction f.

Sur la représentation qui suit tracer diverses tangentes en différents points de la courbe :

               [image: image8.png]



VIII°/  La fonction dérivée et variation d’une fonction :

Dès lors, on peut constater graphiquement  les deux propriétés fondamentales suivantes :

· Si, sur un intervalle I, l’ensemble des coefficients directeurs à Cf  est positif alors la fonction f est croissante.

· Si, sur un intervalle J, l’ensemble des coefficients directeurs à Cf est négatif alors la fonction f est décroissante.

1°/ Relation entre le signe de la dérivée et les variations de la fonction :

Théorème :

Soit I un intervalle et f une fonction définie et dérivable sur I alors :


· la fonction f sera strictement croissante sur I si et seulement si, quel que soit x appartenant à I, f ’( x ) > 0 .

· la fonction f sera strictement décroissante sur I si et seulement si, quel que soit x appartenant à I, f ’( x ) < 0.

· la fonction f sera constante sur I si et seulement si, quel que soit x appartenant à I f ’( x ) = 0.

2°/ Equation de la tangente à f au point d’abscisse xo
L’équation de la tangente à f au point d’abscisse xo est donnée par la relation suivante :






y = f ’( xo ).( x – xo) + f( xo )

Où 

· f( xo ) représente la valeur de f en xo.

· f ’( xo ) représente la valeur de f ’ en xo.

L’équation de la tangente est donc une fonction affine de type équation de droite.

VII°/ Calcul de la dérivée :

1°/ Dérivées de fonctions usuelles :

	f( x )


	f ’( x )
	f ’ est définie sur

	a
	0
	R

	x
	1
	R

	a.x
	a
	R

	x2
	2x
	R

	x3
	3x²
	R

	xn n ( Z
	n.x n – 1
	R

	 eq \s\do1(\f(1;x))
	- eq \s\do1(\f(1;x2))
	R*

	 eq \r(x)
	 eq \s\do1(\f(1;2))

	R+*

	cos x
	- sin x 
	R

	sin x
	cos x
	R

	tan x 
	 eq \s\do1(\f(1;cos2x )) = 1 + tan2x
	R- {(2k-1) eq \s\do1(\f((;2 )); (2k+1) eq \s\do1(\f((; 2)) }

	ln x
	 eq \s\do1(\f(1;x))
	R+*

	ex
	ex
	R


2°/ Formules usuelles de calcul de dérivée :

Dans la suite on considèrera deux fonctions U et V dérivables sur un intervalle I et k une constante réel :

· a) Dérivée d’une somme :


( U + V )’ = U’ + V’

ex :









        ,

( 3x2 + 2x –1 )’ = 6x + 2
;
 eq \b( + 3.ln x )
 = -  eq \s\do1(\f(1;x2 )) +   eq \s\do1(\f(3;x))
· b) Dérivée d’un produit :


( U(V )’ = U’( V + V’( U

ex :











,

[( 4x3 + 3x2 – 5 )(( 2x + 2 )]’ = 

;
  eq \b\bc\[(+ 3.ln x )
( ( 3x2 + 2x –1 ))
 =

· autre cas :


( k.U ) ’ = k.U’

ex :

[3.( 5x2 +3x – 2 )]’ = 3.( 5x2 +3x – 2 )’ = 3.( 10x + 3 )

· c) Dérivée d’un rapport :

      
        ,

 eq \b()
 =   eq \s\do1(\f(U’(V – V’(U;V2))
ex :


   

  ,




          ,

2 + 3;2x – 1 )) eq \b()
  = 



;
 eq \b()
 = 

· autre cas :

     




                           ,

 eq \b()
  =   -  eq \s\do1(\f(1;U2))
ex :


 
             ,




          ,

3 – 1 )) eq \b()
= 



;
 eq \b()
  = 

IX°/ Etude des branches infinies :

Soit Cf la représentation graphique de f dans le plan rapporté à un repère ( O, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());i)
, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());j)
 ).

1°/ Asymptotes parallèles aux axes de coordonnées :

· On dit que la droite D1 d’équation y = L est une asymptote horizontale à Cf si et seulement si :

 eq \o(lim;\s\do8(x ( +∞)) f( x ) = L ou  eq \o(lim;\s\do8(x ( –∞)) f( x ) = L.

· On dit que la droite D2 d’équation x = xo est une asymptote verticale à Cf si et seulement si :

 eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(+) f( x ) = + ∞  ou  eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(+) f( x ) =  – ∞ ou  eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(–)f( x ) =  + ∞  ou  eq \o(lim;\s\do8(x ( xo))\s\do3(–)f( x ) = – ∞

2°/ Asymptote oblique d’équation y = a.x + b .

· On dit que la droite d d’équation y = a.x + b est une asymptote oblique à Cf si et seulement si :

 eq \o(lim;\s\do8(x ( +∞)) ( f( x ) – ( a.x + b ) ) = 0  ou  eq \o(lim;\s\do8(x ( –∞)) ( f( x ) – ( a.x + b )) = 0
3°/ Recherche de droite(s) asymptotique(s) du type y = a.x + b en ( ∞

On suppose au préalable que :  eq \o(lim;\s\do8(x ( ( ∞))f( x ) = ( ∞

a) On détermine  eq \o(lim;\s\do8(x ( ( ∞))  eq \s\do1(\f(f( x ); x)) = L

· Si L = 0 ,  on dit que Cf admet une branche parabolique vers ( Ox ).

· Si L = ( ∞ , on dit que Cf  admet une branche parabolique vers ( Oy ).

· Si L = a et a est une valeur bien définie, alors :

b) On détermine  eq \o(lim;\s\do8(x ( ( ∞))(f( x ) – a.x) = b

· Si b = + ∞ , on dit que Cf admet une branche parabolique vers ( Oy ).

· Si b = – ∞ , on dit que Cf admet une branche parabolique vers ( Ox ).

· Si b = 0, on dit que Cf admet la droite d’équation y = a.x comme droite asymptotique.

· Si b vaut une valeur bien définie, on dit alors que la droite d’équation y = a.x + b est une asymptote à Cf en ( ∞.

X°/ Fonctions particulières :

1°/ Fonctions paire et impaire :

- Soit Cf la représentation graphique de f dans le plan rapporté à un repère ( O, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());i)
, 

 Symbol 190\f Symbol \s5\h 

 Symbol 174\f Symbol \s5\h  eq \o(\s\up7(\d\fo2());j)
 ).

- I un intervalle centré en 0.

a) Fonction paire :

On dit que f est une fonction paire si et seulement si, quel que soit x appartenant à I, f vérifie la relation suivante :







f( x ) = f( –x )

La courbe représentative Cf admet alors l’axe des ordonnées comme axe de symétrie.


Exemple de fonction paire : 
f( x ) = x2. 

b) Fonction impaire :

On dit que f est une fonction impaire si et seulement si, quel que soit x appartenant à I, f vérifie la relation suivante :







f( x ) = – f( – x )

La courbe représentative Cf admet alors l’origine O du repère comme centre de symétrie.


Exemple de fonction impaire :
 f( x ) = x3.

2°/ Fonction périodique de période T.

On dit que f est une fonction T périodique si et seulement si, quel que soit x appartenant à J, f vérifie la relation suivante :







f( x + T ) = f( x )

Pour étudier une telle fonction, on peut considérer seulement un intervalle de longueur T, Puis on répète le motif obtenue indéfiniment.

Exemple de fonction périodique : 








XI°/ Plan d’étude d’une fonction :

Pour faire l’étude d’une fonction f, il faudra :

· Donner le domaine de définition de la fonction f.

· Donner le domaine de dérivabilité de la fonction f (qui traduit le domaine de définition de la fonction f’).

· Calculer la fonction dérivée f ’.

· Déterminer, si elles existent, les valeurs de x qui annulent f ’( x ).( Résoudre f ’( x ) = 0 )

· Déterminer le signe de f ’.

· Construire un tableau de signe de la dérivée ( comme ci-dessous ), puis donner les variations de f .

	x
	

	f’( x )
	

	f( x )
	


· Donner les limites de f aux bornes de son domaine de définition.

· Etude des branches infinies et asymptotiques.

· Faire la représentation graphique.

XII°/ Exercice d’application :
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 Courbe représentative de la fonction


              y = x3 – 3x2 + x + 1
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 f(x) = cos x est 2( périodique.








  g( x ) = sin x est 2( périodique.
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