PRIMITIVES

I°/ Approche :
Considérons les fonctions f et F définies sur R par :

(  f( x ) = 4x2 – 5x + 1

(  F( x ) =  eq \s\do1(\f(4;3)) x3 –   eq \s\do1(\f(5;2)) x2 + x – 2

1°/ Calculer la dérivée F ’ de la fonction F.

 



(  F ’( x ) = ……………………………

2°/ Quel est alors la relation entre f et F ’.
On constate que : ……….. = …………. donc la dérivée de ………… à pour expression ………….

On dira alors que « F est une primitive de f. »

II°/ Condition d’existence d’une primitive à une fonction f :

- Soit f une fonction définie sur un intervalle I.

Une fonction F définie et dérivable sur I est une primitive de f sur I si :

          ( x ( I ( F ’( x ) = f( x )


Théorème : 

Toute fonction continue ( dérivable ) sur un intervalle I est primitivable sur I.

III°/ Non unicité de la primitive :

Exemple :

- Soit G( x ) =  eq \s\do1(\f(4;3)) x3 –  eq \s\do1(\f(5;2)) x2 + x – 5

On constate que G ’( x ) = 4x2 – 5x + 1 = f( x ) donc G est aussi une primitive de f.

On remarque que F et G ne diffèrent qu’à une constante prés.



Théorème :

Soit F une primitive de f sur un intervalle I alors G est une autre primitive de f sur un intervalle I  si 

et seulement si : G( x ) = F( x ) + k

Par conséquent , on ne peut déterminer une primitive d’une fonction f qu’à une constante près.


Exemples :

- Soit f( x ) = 3x2 – 2x + 1; les primitives F de f seront du type : F( x ) = x3 – x2 + x + k où k ( R.

- Soit g( x ) = 4x4 – 3x2 + 3x –  eq \s\do1(\f(1;x)) ; les primitives G de g seront du type : G( x ) =   eq \s\do1(\f(4;5)) x5 – x3 +  eq \s\do1(\f(3;2)) x2 – ln x + k où k ( R

IV°/ Détermination de la valeur de k :

- Soit f une fonction définie et continue ( dérivable ) sur I et Fk l’ensemble des primitives de f.

- Soit xo un élément de I et yo un réel quelconque ; alors il existe un unique k , c’est-à-dire une unique primitive F, tel que : F( xo ) = yo
En d’autres termes, pour déterminer k, il faut connaître, pour un xo donnée de I, la valeur de F( xo ).

V°/ Propriétés de calculs sur les primitives :

(  Soit I un intervalle ;

(  f et g deux fonctions continues sur I ;

(  F et G deux primitives respectives de f et g.

Alors :

(  k.F est une primitive de k.f

(  F + G est une primitive de f + g

1°/ Fonctions usuelles :

	Fonctions usuelles

	f( x )
	F( x )

	a
	ax +k

	x
	 eq \s\do1(\f(1;2)) x2 +k

	xn n(Z n ( -1
	 eq \s\do1(\f(1;n + 1)) xn + 1 + k

	 eq \s\do1(\f(1;x2))
	–  eq \s\do1(\f(1;x)) + k

	 eq \s\do1(\f(1;))

	2 eq \r( x) + k

	ea.x
	 eq \s\do1(\f(1;a)) ea.x + k

	 eq \s\do1(\f(1;x))
	ln x + k

	Sin x
	– Cos x + k

	Cos x
	Sin x + k


2°/ Formules usuelles :

- Soient u et v deux fonctions continues et dérivables sur I ;

- U et V des primitives de u et v sur I ;

- u’ et v’ les fonctions dérivées de u et v.

	Formules usuelles

	f
	F

	u + v
	U + V

	ku
	kU

	un(u’    n(Z n ( -1
	 eq \s\do1(\f(1;n + 1)) un + 1 + k

	 eq \s\do1(\f(u’;u2))
	–  eq \s\do1(\f(1;u)) + k

	 eq \s\do1(\f(u’;))

	2 eq \r( u) + k

	u’eu
	eu +k

	 eq \s\do1(\f(u’;u))
	ln u + k

	u’( Sin u
	– Cos u + k

	u’( Cos u
	Sin u + k


VI°/ Exercice d’application :

Déterminer une fonction primitive Fi  de fi sur I qu’on précisera :

(  f1( x ) = 3x2 – 2x + 1

;
f2( x ) = ( x + 1 )3
;
f3( x ) = ( 2x + 1 )2
(  f4( x ) =  eq \s\do1(\f(4;x2))


             ;
f5( x ) =  eq \s\do1(\f(1;2x5))

;
f6( x ) =  eq \s\do1(\f(1; ( 3x – 1 )))  2
(  f7( x ) =  eq \s\do1(\f(2x – 1; ( x2 – x + 1)2))

;
f8( x ) =  eq \s\do1(\f(x; (x2 – 5 )2)) 
;
f9( x ) = x.(x2 + 3 )4 

(  f10( x ) = 2 – 1 ) eq \s\do1(\f(x;))


            ;
f11( x ) = 2 – 4x – 6 ) eq \s\do1(\f(x – 1;))
 ;
f12( x ) = x2 + x +  eq \s\do1(\f(1;3x2 ))
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