CLASSES DE PREMIERES GENERALES
ET TECHNOLOGIQUES

EMATIQUES

OLYMPIADES DE MA
NINYELLIER

Ce sujet comporte 4 exercices indépendants.
Les calculatrices sont autorisées.

La rédaction et la qualité des raisonnements serprises en compte.



Exercice 1 : Les bons nombres

On dit qu'un nombre entier supérieur ou égal a R«dson » s'il peut s’écrire comme la
somme de nombres entiers naturels non nuls, distiacnon, dont la somme des inverses est
égale a 1.

On dit qu’il est « mauvais » s’il n'est pas « bon »

Ainsi, par exemple :

2=1+1 et %+—i¢1, donc 2 est « mauvais » (la seule décompositomsible

pour 2 étant 1+1).

3=1+2 et %+%¢1; 3=1+1+1 et %+%+%¢1; donc 3 est également

« mauvais » (les deux décompositions possibles payant été examinées).

Déterminer pour chacun des nombres entiers ded4sdl st « bon » ou « mauvais ».
Montrer que le carré de tout nombre entier supéoelegal a 2 est « bon ».
Montrer que sin est « bon », alorsi2+ 2 et 2n + 9 sont « bons ».

P w0 nh P

On admet que tous les nombres entiers de 24 arixdmwns ».

Qu’en est-il de tout nombre entier supérieur ou adgs ?

Remargue : pour une résolution compléte de ce probléemegyamra consulter la publication

quadrature, n°3, avril 1990



Solution de I'exercice 1 : Les bons nombres

Remarque préliminaire : toute décomposition comtefiadonnera une somme
d’inverse strictement supérieure a 1 et ne permpts de conclure. Nous pouvons
donc éliminer toute décomposition additive de ety
4=2+2 e%+%:1donc4est«bon».
5=2+3 (seule décomposition additive ne contepas 1)
et% +%¢ 1 donc 5 est « mauvais ».
1.1
= 2+2+ +=+Z
6 = 2+2+2 eb+5+5 z1
1

6=3+3 e%+§¢1

6=2+4 e%+%¢1

et comme il N’y a pas d’autre décomposition ne epant pas 1 on en conclut
gue 6 est « mauvais »

725 ebelen
_ 1.1

7 =2+2+3 e +2+3¢1
_ 1
7=3+4 e%+4¢1

et comme il N’y a pas d’autre décomposition ne epant pas 1 on en conclut
gue 7 est « mauvais »

_ 1,1.1
8=2+2+2+2 %+2+2+2¢1

_ 1,1
8=2+2+4 +5+7%1

_ 1,1
8=2+3+3 +3+3%1
8=2+6 e%+%¢1

1

8=3+5 e%+§¢1

_ 1
8=4+4 e%+4¢1

et comme il N’y a pas d’autre décomposition ne eoant pas 1 on en conclut
gue 8 est « mauvais »

=1 donc 9 est « bon ».

9=3+3+3 %+

10=4+4+2 =1 donc 10 est « bon ».



Le carré d’'un nombre entier naturel n s’écrit seurme n2, et comme :

1 11 1

1
n=nxn=n+n+n+n+..+n etque+ +T+ . +o=nxo=1

( n fois)
on en conclut que n2 est toujours « bon ».

(n fois)

Soit n un entier naturel dit « bon », alors il éxik entiers naturels tels que :

nN=p+p+..+K eti+i+...+i:1
P1 P2 Px
Donc 2N+2=2(p+tp+ ...+ x)+2=2p+2p+ ... + 2x +2
1 1 111 1 1 1
et —+5—+..+5=5(C+—+..+—+1)=5(1+1)=1
2;m 2, 2726 T T D T2 D
De plus:
2n+9=2n+3+6=2(prp2+ ... +x)+3+6=2p+2p+ ... +2x+3+6
N ;;1;_ D2iddaddil
2P 2P 376 plpz' 676 2 6 2 2

Donc si n est « bon », alors 2n + 2 et 2n + 9 sdins » aussi.

Préliminaires :
Nous allons observer dans un premier temps les l@mtres les entiers compris
entre 24 et 55, 2n + 2, 2n + 9 et les entiers sw$va5 :

n nombre pair de la n nombre impair de la
forme 2k + 2 forme 2k+ 9
56 =2x 27 + 2 57=2x24+9
58 =2x 28 + 2 50=2x25+9
60 =2x29 +2 61=2x26+9
62=2x30+2 63=2x27+9
64 =2x31+2 65=2x28+9
66 =2x 32+ 2 67=2x29+9
68 =2x33+2 69=2x30+9
70=2x34+2 71=2x31+9
72=2x35+2 73=2x32+9

Comme les entiers de 24 a 35 sont « bons », ondoeaten conclure que les
entiers de 56 a 73 sont « bons » aussi.

Généralisation a tous les nombres entiers supériesiou égaux a 56 :

Si n est un nombre pair supérieur ou égal a 56 alon =2k + 2 et ke 6-2

2
autrement dit ; k27> 24
57 -9

autrement dit: k24



L’algorigramme suivant permet de conclure :

Nombre entier supérieur ou égal a 56

bouclej
oui non
_h-2 _h-9
k= 2 k= 2
oui O non
Le nombre est « bon ® n
| fin

La boucle crée une suite d’entiers naturels striet@ décroissante et minorée par 24. ||
existera donc obligatoirement apres un ou plusiguns un entier k inférieur ou égal a 55 et
supérieur a 24.

On peut donc en conclure que tous les nombresremigurels supérieurs ou égaux a 56 sont
« bons ».



Exercice 2 : Un partage équitable

1. Léonard est géomeétre. Il veut partager un carré

de c6té 1 en trois parties de méme aire selon le

X schéma ci-contre.

Quelle valeur doit-il donner & pour arriver a ses

fins ?

A
v

2. Mais Léonard est aussi esthéte. Ne trouvant pas

élégante sa construction, il décide de supprime
X zone triangulaire hachurée. Ainsi les trois parties

restantes sont triangulaires.

Peuvent-elles avoir la méme aire ?

C 3. Et Léonard est mathématicien. Ayant réalisé

grossierement (ci-contre) la construction de| la
question 2, il méne du point H la perpendiculaire
(HJ) a la droite (AB).

\ Il a 'impression que les droites (HJ), (DI) et (AC
I

sont concourantes.

Qu’'en est-il ?




Solution de I'exercice 2 : Un partage équitable

1. Le carré étant de coté 1, on a : 0<x<1
D c (BD) est un axe de symétrie de la figure, donc poute
? valeur de x :

AireDC| = AireDAH
Les trois surfaces ont la méme aire si:
Aira;HB| = AireD|C.
Comme (BD) partage le quadrilatere DHBI en deux
triangles de méme aires :

AireBDH = AireBD| :—A|re2DHBI
® g Aire
: — DIC
R H On a donc Airgsg ==
DCxIB _DCxIC
2 4
_1IC_x
- B=%E3
et comme IB=BC-IC=1-x
on en déduit I'équation :
%zl—x@ X=2(1l-X)e X=2—-2X= X+2X=2= 3X =2 x:%

. , 2. : " :
Léonard doit donc donner la valet?a X pour partager sa surface en trois de méme aire

2. Avec les notations de la figure établie a la quesli, pour que les trois triangles
aient la méme aire, il suffit d’avoir :
AireDH| = Airemc (1)
DHI étant isocéle en D par construction, la dréd&) est sa hauteur issue de D,
dou - (1) - DK x HI _DCxIC
' 2 2
(1) = DKxHI=DCxIC
(1) = (DB-KB)x HI=DCx IC, car DK = DB — KD

En posant x = Cl = AH, ona Bl = HB = (1 — x)
Comme HI est I'hypoténuse du triangle rectangleéso HBI,
HI =~/2x Bl =4/2 (1 = X)
De plus le triangle IKB est rectangle isocéle eardroites (BD) et (HI) sont
S

perpendiculaires et 'angk€Bl mesure 45°, donc :

KB = IK = 2 =1=X

NERRYE

Et DB :\/§ car c’est la diagonale du carré qui a pour c6té 1
L’équation (1) est donc équivalente :

(1) = ({2 —1ij (V2(1-x) =1xx

2



(1) = 2(1-x) - (2 -x)=x

Q)= 2-2x—-1+2x—x2=X

Q)= x2+x-1=0
Equation du second degré :

A=(1)2-4x1x(-1)=5>0

Il y a donc deux solutions a cette équation :
_-1-4/5 e "
X1 = 5 < 0, ne vérifie pas la condition 0 <x <1

et )(2=%E qui vérifie 0 < x < 1.

Donc les trois parties de Léonard peuvent avaindane aire pour la valeur de x

égale 5352L1qui n’est autre que le nombre d’or.

3. On considére le repére orthonortfA&AB,AD)

le point A a pour coordonnées (0;0)
le point B a pour coordonnées (1,0)
le point C a pour coordonnées (1,1)
le point D a pour coordonnées (0,1)

le point H a pour coordonnées %552;])

le point | a pour coordonnées (%%Ll,l)

donc | iuz@ 1)
La droite (AC) a donc pour équation y = x et laitér (HJ) a pour équation x3—52L_1.

Le point M intersection des droites (AC) et (HHanc pour coordonnée%@zil; 3%

La droite (DI) a 1 pour ordonnée a l'origine qtast autre que I'ordonnée de D. Le
coefficient directeur de cette droite (DI) se cédcail'aide des points D et | :
3-45 1
Vi—¥o __ 2 _1-\5
X - Xp 1-0 2

Donc I'équation de la droite (DI) est : y:-L=A2E X+ 1.
Le point M’ intersection des droites (DI) et (HJjl@anc pour coordonnées
\6-1.1-1/5 ,+/5-1 \l?s—l.\/é—l)
( 2 2 2 27

+ 1), ce qui donne M={ >

Autrement dit M et M’ sont confondus et les droi(Bs), (AC) et (HJ) sont concourantes.




Autre solution On complete la construction de Léonard avec d&gation suivantes :

On considere 'lhomothétiede centre D transformant le point C en J, d’ajges
théoréme de Thalés utilisé dans les triangles DOU# avec (JM) et (CI)
paralleles, cette homothétie transforme aussiNebDe plus la droite (HI) se
transforme en une droite paralléle passant paatjiende |, c’est a dire M.

Pour prouver que les droites (JH), (DI) et (AC)tsoncourantes en M on va
montrer qu’elles sont les images respectives datedr(Cl), (DI) et (HI)
concourantes en | par I’homothétie

D’aprés ce qui précéde on a :

h(C) = 1, h(1) = M = h((CI)) = (IM) = (JH)
h(D) = D, h(l) = M = h((DI)) = (DM) = (DI)

Il reste donc a prouver que la droite (AC) est biemage de (HI) par 'homothétie

h.

Comme la droite (AC) est paralléle a la droite (EH) les triangles ABC et HBI
S — T

sont tous deux rectangles isoceles en B et quaniglesBIH et BCA sont

correspondants et égaux a 45°. Il suffit donc poantrer que la droite (AC) et

'image de la droite (HI) pan, de montrer que I'image d’un point particulier de la

droite (HI) est sur la droite (AC).

Soit O le point d’intersection entre les droited)(ét (DC). Nous allons montrer
gue son image pérest C.

Le triangle ICO est rectangle isocele en C. Ent&&CD étant un carré donc les
droites (DC) et (CB) qui sont aussi respectivenié) et (Cl), sont

S
perpendiculaires, autrement dit 'andf®O mesure 90°. De plus le triangle HBI
T S
étant rectangle isocéle en B, I'an@# mesure 45°. Comme les ange et

S
CIlO sont opposés par le sommet, ils sont de ménsenme45° ce qui permet
d’affirmer que le triangle ICO est rectangle iseceh C. Donc :



co=Cl :352L1, d’'aprés la question 2.

Pour tous les points du plan on & toujours I'égalitectorielle :
0~ _D_C 0
DC = 5 bo

Soit O’ 'image de O pah, alors :

. _DJ o
DO’ =55 DO
Pour montrer que O’ et C sont confondus, il suffinc de montrer I'égalité
suivante :
DC _DJ
DO DC
Or
DC 2 1\/5 2(1-+/5) _-20/5-1)_ \/?5 1

1
3[ —1 2+\/§ 1 1+\/§ 1-46 12-4/52 -4
A5-1

DI__ 2 _+5-1
pDc 1 = 2

En conclusion, les rapports sont égaux donc Ciegide de O par I’'homothétieet la droite
(AC) est bien I'image de la droite (HI) par 'horhétieh. Les trois droites (JH), (DI) et (AC)
sont bien concourantes en un points M comme imdggsrois droites concourantes en | :
(CB), (DI) et (HI) par 'homothétié.



Exercice 3 : 2008 dans tous ses états

On construit une suite de nombres rangés dansdua oroissant, constitués des seuls chiffres

0,2 et8.

Le premier nombre, de rang 1, est ainsi 0, le shode rang 2, est 2, le troisieme, de rang 3,

est 8 et ainsi de suite.

Le tableau suivant donne les dix premiers élémamisette suite :

Rang 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Nombre| 0 2 8 20 22 28 80 82 88 200
1. Quel est le plus grand nombre qui s’écrit avecesaght un 0, un 2, et un 8 ? Quel

Pwn

est son rang ?
Quel est le rang, en fonction de n, d’'un nombrestgarit avec n chiffres 8 ?
Quel est le rang du nombre 2008 ?
Comment s’écrit le nombre de rang 2008 ?

Solution de I'exercice 3 : 2008 dans tous ses &tat

Si un nombren est de rang, il y ar nombres inférieurs ou égaux&’écrivant avec des 0, 2

ou 8.
1. Le plus grand nombre qui s’écrit avec seulemer,um 2 et un 8 est 820.
En continuant le tableau de I'énoncé on a :
Rang |1 2|3 Rang |4 ][5]6] 7] 8] 9
Nombrel0 |2 |8 Nombre| 20 | 22| 28] 80| 82 88
Nombres a 1 chiffre Nombres a 2 chiffres
Rang 10| 11| 12| 13 14 15 16 17 18 19 PO |2r (23 |24 | 25| 26| 27
Nombre| 200| 202|208|220| 222|228 280| 282| 288| 800| 802| 808|820/ 822|828|880| 882| 888
Nombres a 3 chiffres
On constate que 820 est de rang 22.
2. Onconstate que : 8 (1 chiffre 8 ) estde rang =3"

88
888

( 2 chiffres 8 ) est de rang

9% 3
(3 chiffres 8 )estderang 27+ 3

Le nombre constitué dechiffres 8 étant le plus grand nombresdshiffres, son rang

sera donc le nombre de nombres que I'on peut fabrigvec seulement les chiffres 0,2 ou 8.

Si A, est un nombre dechiffres, on peut I'écrirepa, .1 ... &a, OU & est un des chiffres 0,2

ou 8.

Pour chaquedl y a donc 3 possibilités donc le nombre de naslan chiffres est
3x3x...x3x3 =3,




Le nombre constitué dechiffres 8 est donc de rang} 3

3. En reprenant le tableau donné dans I'énoncé maismmencant au rang 27, on a

Rang 27| 28 | 29 | 30
Nombre| 888| 2000| 2002| 2008

On en déduit que le nombre 2008 a pour rang 30.

4. Ona3=729 et 3=2187 et 729 < 2008 < 2187, donc le nombre dg 2008 est
entre 888 888 et 8 888 888.

Entre .. et .. lya ... nombres Rang atteint
Oet 888888 =729 729

2 000 000 et 2 888 888 729 729 + 729 = 1458

8 000 000 et 8 088 888 243 1458 + 243 = 1701

8 200 000 et 8 288 888 243 1701 + 243 = 1944

8 800 000 et 8 800 888 27 1944 + 27 = 1971

8 802 000 et 8 802 888 27 1971 + 27 = 1998

8 808 000 et 8 808 088 9 1998 + 9 = 2007

Le nombre 8 808 088 est donc de rang 2007 par qaeséle nombre de rang 2008 est le
nombre 8 808 200.



Exercice 4 : Quadrisection
Construire un triangle rectangle ABC tel que lathay la bissectrice et la médiane issues de A
partagent, dans cet ordre, I'angle de sommet Auvaitrg angles de méme mesure. Vous préciserez
les mesures des trois angles du triangle.
Prouver gu'un triangle ayant un de ses angles g@aea 4 angles de méme mesure par la hauteur,
la bissectrice et la médiane issues du sommettdengée, dans cet ordre, est obligatoirement
rectangle.

On rappelle les formules suivantes : M

Aire(MNP):%mn sin(P) :

avec m=PN,n= PM et P=MPI

sin(2a) = 2 cosf) sin(@) M m

a=b+2kr KOZ
sin(@) = sinp) = §0U
a=m—-b+2kr kOZ

Solution de I'exercice 4 : Quadrisection




a =90°/4 =22,5°

comme le triangle BHA est rectangle en H : ABC = 90° -a=67,5°
. T T
et dans le triangle ABC rectangle en A: BCA=90°-ABC =a =22,5°

2) Soient H le pied de la hauteur issue de A, A’ léeuide [BC] et
F le point d’intersection entre la bissectrice esde A et la droite (BC)
On pose : a=BC;b=AC;c=AB;h=AH; mAA’
— T~ — T~ S S
a =BAH = HAF =FAI = IAC
T~ T
On en déduit: 8 =BAA’ = HAC

— — T
4a =BAC, or 0 <BAC <, O<da<m (0)
Et aussi que: h = ¢ cas(; dans le triangle BHA, rectangle en H.

h =b cos (8) ; dans le triangle HAC, rectangle en H.
D’ou I'égalité : c cosfr) = b cos(®) (2)

La droite (AA’) étant la médiane issue de A damgingle ABC, I'aire du triangle
ABA'’ est donc égale a l'aire du triangle AA'C. Caicse traduit par I'équation suivante :

cm sin(3) _ bm sinf)
2 - 2
ce qui est équivalent a : c sin(3x) = b sin(@) (2)

Le produit des équations (1) et (2) donne :
bc cosfr) sin(a) = bc cos(&) sin (3a) 3)
(3) = 2 cosf) sin@) = 2 cos(&) sin (3)
Et comme : sin(2a) = 2 cos(a) sin(a)

(3) = sin(2a) = sin (&x)

2a=6a+ X kOZ -4a =2k kOZ
(3) = qou (3)= <ou
20 =m-6a+ Xkmr kOZ 8a=m+2kmr kOZ

4g =-2kir kOZ
(3) = <ou

4g = ’—27 +kr kOZ
En respectant la condition (0), la premiere équatia pas de solution, seule la deuxieme

admet une solution pour k = 0. Cette solution egt .:grad =22,5

Donc les triangles ABC solutions du probleme songs triangles rectangles en A ayant les

mesures angulaires déterminer a la question 1).



