SOLUTIONS

Olympiades Académiques de Mathématiques 2003

Exercice 1


Soit n le nombre de pages du livre. Les pages collées sont une page de gauche de numéro pair 2p et une page de droite de numéro 2p + 1.


Donc la somme de tous les nombres de 1 à n, hormis 2p et 2p + 1, est égale à 2003, soit :
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[image: image3.wmf]£
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(2) donne n< 
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n étant un entier, il existe donc deux solutions 63 et 64.


Si n = 63, (1) donne 4p + 1 = 
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Si n = 64, (1) donne 4p + 1 = 
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En conclusion :

· ou bien le livre a 63 pages et les pages 6 et 7 sont collées ;

· ou bien le livre a 64 pages et les pages 38 et 39 sont collées.

N.B. : On ne pénalisera pas un élève qui considérerait que le nombre de pages d’un livre est nécessairement pair.

Exercice 2


1°) Le cas « 1,5). Supposons que AB = x. On a donc AC = Ad = BC = BD = CD = y. Les triangles ACD et BCD sont équilatéraux. On obtient une seule configuration puisque A 
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 B (fig1).















Fig 1


2°) Le cas « 2,4 »

a) Posons AB = CD = x. On a donc AC, AD, BC, BD = y. Le quadrilatère cherché est un losange donc les diagonales ont même longueur, c’est le carré donné en exemple.

b) Posons AB = AC = x. On a donc AD, BC, BD, CD  = y. Le triangle BCD est équilatéral, A est à l’intersection de la médiatrice de [BC] et du cercle de centre D et de rayon y. On a donc deux configurations : fig2 et fig3.










Fig 2









Fig 3


3°) Le cas « 3,3 ».

a) Les trois segments de longueur x sont disposés en étoile, par exemple AB = AC = AD = x. On a donc BC = BD = CD = y. Le triangle BCD est équilatéral et A  est le centre de ce triangle : fig 4.

b) Si les trois segments de longueur x forment un triangle équilatéral, on retrouve la précédente configuration.










Fig 4


Il reste le cas où les trois segments de longueur x forment une chaîne ouverte. Posons AB = BC = CD = x. On a donc AC = AD = BD = y. Les triangles BDA, ADC, ABC et BCD sont isocèles. Appelons O le point d’intersection des segments [BD] et [AC]. Les triangles BDA et ADC d’une part, ABC et BCD d’autre part sont isométriques (3ème cas). Les angles CAD et BAD d’une par, DBC et ACB d’autre part sont égaux. Puisque les angles BOC et AOB sont opposés par le sommet, ils sont égaux ce qui entraîne l’égalité des quatre angles précédents et le parallélisme des droites (BC) et (AD). La configuration cherchée est un trapèze isocèle : fig5.










Fig 5


Il convient de préciser les angles : le quadrilatère est un morceau de pentagone régulier.

Exercice 3


 On choisit le centre O de la table pour origine, le côté de la dalle comme unité, on note [II’] et [JJ’] les deux diamètres qui suivent les joints de séparation et R le rayon de la table.


Un pied est ainsi assimilé à un point à coordonnées entières dans le repère orthonormal d’origine O et d’axes (II’) et (JJ’).


Le problème revient alors à chercher des couples d’entiers (a, b) vérifiant la relation a²+ b² = R²


Le tableau [T] ci-dessous donne les premières sommes a²+ b² avec a et b positifs, soit pour un quart de table, ce qui, pour des raisons de symétrie est bien suffisant
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[T]


Notons que si a ou b est strictement supérieur à 5, a²+ b² > 25.

1- On a R = 
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 donc s = 
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2- Le tableau [T] montre que les deux plus petites tables ont pour rayons respectifs 1 et 
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.

· Si R = 1 la table a 4 pieds, d’où s = 
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· Si R = 
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 la table a encore 4 pieds, d’où s = 
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 2,82

3- La table à 12 pieds la plus solide est la plus petite car, si N est constant, s 
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Si R est un nombre entier


Il y a déjà 4 pieds en I, I’, J, et J’. Il reste alors, pour des raisons de symétrie,  pieds par quart de table et le nombre R² doit apparaître quatre fois dans le tableau [T].


La première solution apparaît pour R = 5. On a alors s = 
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Si R n’est pas un nombre entier


Il n’y a pas de pieds en I, I’, J, J’. Il y a alors 3 pieds par quart de table et donc, le nombre R² doit apparaître trois fois dans le tableau [T].


Comme aucun nombre n’apparaît trois fois dans le tableau, il est clair que dans ce cas, une table à 12 pieds a un rayon strictement supérieur à 5.


Conclusion


La table à 12 pieds la plus solide est celle de rayon 5. En conséquence, le coefficient de solidité maximum d’une table à 12 pieds est 2,4.


4- Si R n’est pas un nombre entier


Le nombre de pieds par quart de table est au maximum égal à la partie entière de R. On la note E(R). Comme il n’ y a pas de pieds en I, I’, J, J’, on a N 
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Si R est un nombre entier

Il y a déjà 4 pieds en I, I’, J et J’ et donc au maximum R- 1 pieds par quart de table ouvert (c’est-à-dire sans les extrémités).


Donc N 
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 4 (R- 1) + 4 = 4R et, comme précédemment, s 
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 4.


Si s = 4 alors N = 4R et donc il y a exactement R- 1 pieds par quart de table, ce qui impose en particulier un pied de coordonnées (R- 1,1). Mais, (R- 1)² + 1² = R² 
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 R = 1


Conclusion


Toutes les tables sauf la plus petite ont un coefficient de solidité strictement inférieur à 4. La table la plus solide est donc la plus petite.


5- Si une table a 16 pieds et un rayon entier, il y a encore trois pieds par quart de table ouvert. Pour des raisons de symétrie il doit y avoir des pieds sur les bissectrices des angles IOJ et I’OJ’. On a alors nécessairement un couple (a, b) avec a et b positifs, pour lequel a = b. Notons le (a0, b0).


On en déduit R = a0
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 et donc 
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 = 
[image: image36.wmf]0

a

R

.


Mais si R est entier, 
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 est rationnel. Comme 
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 est irrationnel, René ne pourra pas construire cette table.

Exercice 4
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On remplit la première ligne et la première colonne , l’élément à placer dans la case centrale ne peut être que le 1 le 3 ou le 5. Si on place le 1 on ne pourra pas éviter de doublon sur la troisième croix. Si o place le 3, le 5 apparaîtra nécessairement deux fois dans la troisième croix.  

1
2
5
6

3
1
7
5

4
6
1
3

7
4
2
1

En fait il est impossible de construire un tableau d’ordre impair, il suffit de remarquer que sur la diagonale on peut placer au maximum n éléments sur les 2n+1, il en reste donc qui sont situés à l’extérieur. Chacun d’entre eux apparaît dans un nombre pair de croix donc le nombre de croix et par suite la dimension du tableau est nécessairement paire. 
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